ЗАДАЧИ олимпиады ННГУ

по МАТЕМАТИКЕ, 2007 год, группа А. 

1. Найдите общее решение дифференциального уравнения 
y’’ = 2y’(y’/y-1) –y(yex-1).
2. Найдите предел суммы 
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3. Найдите все непрерывные функции f: [0,1](R, удовлетворяющие условиям f(0)= f(1)=0, и f(2х) + f(2у) ≤  f(х+у) при всех х и у из [0, 1/2].
4. Вычислите интеграл 
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5. Пусть А – невырожденная n x n матрица с определителем d; сумма всех n2  элементов матрицы A-1 равна s;  J -  n x n матрица, все элементы которой равны 1. Найдите определитель матрицы A+J.
6. Можно ли на сфере расположить 9 точек так, чтобы для каждой из этих точек расстояния от нее до ближайших четырех точек были равны? Ответ обоснуйте.
7. Найдите предел последовательности sn = 
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8. Докажите, что если при к(∞ последовательность многочленов Pn(k)(x) со степенями n(k) равномерно на R сходится к функции f(x), то  f(x) является многочленом.

9. Пусть f:Rn(R – везде дифференцируема и имеет единственную стационарную точку. Пусть эта точка является точкой локального минимума. При каких n в этой точке будет обязательно достигаться и глобальный минимум? Ответ обоснуйте.

10. Вычислите произведение 
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11. Сколькими различными способами можно представить число 8 в виде суммы натуральных слагаемых (способы, отличающиеся порядком слагаемых, считаются одинаковыми).
12. У каких чисел вида рп-1, где р – простое, все натуральные делители имеют такой же вид (возможно, с другим р) ?
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